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FUNKCJA PIERWOTNA



CAŁKA NIEOZNACZONA

Rozważmy funkcję f(x) na przedziale (a, b)
Definicja

Funkcję F(x) określoną na (a, b) nazwiemy

funkcją pierwotną

dla funkcji f(x) na przedziale (a, b) wtedy, gdy:

F'(x) = f(x)

dla każdego x( (a, b)
Uwaga

Nie dla każdej funkcji f(x) istnieje funkcja pierwotna: 

Funkcja f(x) musi mieć własność Darboux mówiącą, że funkcja przyjmuje wszystkie wartości pośrednie:

Własność Darboux:

f(a) < u < f(b) (  (z ( f(z) = u ( a ( z ( b ( b ( z ( a )



y





y=f(x)

    f(b)

u= f(z)

    f(a)



0           a  z    b                                 x

Przykład 

Funkcja f(x) gdzie:

· f(x)=0 dla x < 0, 

· f(x)=1 dla x ( 0 

nie ma funkcji pierwotnej na przedziale (-1, 1), gdyż nie ma na tym przedziale własności Darboux.

Przykłady funkcji pierwotnych
Funkcja: 
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jest funkcją pierwotną dla f(x)=x w przedziale 
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Funkcja:
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jest także funkcją pierwotną dla funkcji f(x)=x.

Funkcja: 

F(x)=lnx

jest funkcją pierwotną dla 
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Funkcja:

F(x)= sinx

jest funkcją pierwotną dla f(x)=cosx

(sinx)’= cosx  dla każdego 
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Podobnie, funkcją pierwotną dla f(x)=cosx jest np.:

F(x)= sinx + 2

Funkcja pierwotna - całka w sensie Newtona

Znajdowanie funkcji pierwotnej – całkowanie 

Definicja

Jeżeli funkcja posiada w pewnym przedziale funkcję pierwotną, to mówimy, że jest ona w tym przedziale

całkowalna w sensie Newtona
Znajdowanie funkcji pierwotnej dla danej 
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· Należy znaleźć taką funkcję 
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    lub inaczej:
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Uwaga podsumowująca:

Jedna funkcja 
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 ma wiele funkcji pierwotnych. Całkowanie w sensie Newtona nie jest więc działaniem jednoznacznym (w przeciwieństwie do różniczkowania). 

Przykład:

Funkcje pierwotne dla 
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x2+C,  C dowolna stała

Twierdzenie (o funkcjach pierwotnych)

Jeżeli F(x) jest funkcją pierwotną dla funkcji f(x) w przedziale (a, b), to:

1. Funkcja 
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, gdzie C oznacza dowolną stałą, jest także funkcją pierwotną dla funkcji 
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2. Każdą funkcję pierwotną 
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Dowód

1. Jeżeli zachodzi 
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, dla każdego 
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Zatem funkcja 
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 jest funkcją pierwotną dla funkcji 
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2. Jeżeli 
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Stąd musi istnieć stała C0 dla której
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Interpretacja geometryczna funkcji pierwotnej

Założenia:

· Funkcja f(x) jest całkowalna w przedziale (a, b)
· F(x) jest funkcją pierwotną dla f(x) w tym przedziale

Zauważmy, że założenie 
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 oznacza, że dla każdego x ( (a, b) kąt między styczną do krzywej 
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y=F(x)+1




y=F(x)
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Zadanie

Znaleźć wykres funkcji pierwotnej przechodzący przez punkt 
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Warunek ten spełnia już tylko jedna funkcja F(x)

Dowód

Wiemy, że każda funkcja pierwotna 
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· F(x) oznacza którąkolwiek jej funkcję pierwotną

· 
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Przechodzenie 
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z której otrzymujemy 
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X

Funkcja ta jest jedyną funkcją pierwotną dla f(x) w przedziale X, spełniającą warunek 
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Przykład

Znaleźć funkcję pierwotną funkcji 
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Każda funkcja pierwotna funkcji 
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Z warunku 
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Szukaną funkcją jest więc 
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Przykład

Funkcja
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jest, dla dowolnej stałej C, funkcją pierwotną dla
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Nie wszystkie funkcje pierwotne dla powyższej 
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Na przykład funkcja
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spełnia dla każdego 
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Zgodnie z udowodnionym wyżej twierdzeniem, wzór
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przedstawia wszystkie funkcje pierwotne dla 
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Twierdzenie (o istnieniu funkcji pierwotnej)
Jeżeli funkcja 
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 jest ciągła w przedziale X, to posiada w tym przedziale funkcje pierwotną.

Przykład
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posiada w przedziale 
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 funkcję pierwotną. 

Jedną z funkcji pierwotnych jest:
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· CAŁKA NIEOZNACZONA
· WZORY PODSTAWOWE
Niech 
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 będzie funkcją całkowalną w sensie Newtona w przedziale (a, b).

Definicja

Zbiór wszystkich funkcji pierwotnych funkcji 
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Symbol 
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· Funkcję 
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· Zmienną x nazywamy zmienną całkowania
Z twierdzenia charakteryzującego funkcje pierwotne wynika, że
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Przykład
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Równość
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Piszemy przy tym
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Biorąc pod uwagę wzór
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Podstawowe wzory
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Przykład

Wzór
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Przykład
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Twierdzenie

Jeżeli funkcje f(x) i  h(x) są całkowalne w sensie Newtona w pewnym przedziale, to funkcje 

(i) f(x)+ h(x) 

(ii) Af(x), gdzie A oznacza dowolną stałą

są także całkowalne w tym przedziale, przy czym 
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Dowód 

(i)

Niech F oznacza funkcję pierwotną dla f, zaś H – funkcję pierwotną dla h. Wtedy:
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Stąd wynika pierwszy wzór.

(ii)

Niech F oznacza funkcję pierwotną dla f, zaś A –dowolną stałą. Wtedy:
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Stąd wynika drugi wzór.
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[image: image134.wmf](

)

ò

ò

ò

ò

+

+

-

=

+

-

=

+

-

C

x

x

x

dx

xdx

dx

x

dx

x

x

2

3

2

2

3

1

2

1

2



dla

[image: image135.wmf](

)

+¥

¥

-

Î

;

x



[image: image136.wmf](

)

ò

ò

ò

+

-

=

-

=

-

C

x

x

xdx

dx

x

dx

x

x

sin

2

4

1

cos

2

cos

2

4

3

3



dla

[image: image137.wmf](

)

+¥

¥

-

Î

;

x


Uwaga:

· Stałą całkowania C dopisujemy dopiero na końcu, po znalezieniu pewnej konkretnej funkcji pierwotnej. 

· Dopóki w sumie występuje co najmniej jedna całka nieoznaczona, dopisywanie stałej całkowania jest zbędne; tkwi ona wówczas ukryta w symbolu całki nieoznaczonej, zgodnie z sensem tego symbolu.

Twierdzenie 
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Przykład
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METODY OBLICZANIA CAŁEK NIEOZNACZONYCH

· Całkowanie przez zamianę zmiennych

Twierdzenie  

Jeśli

· g(t) dt  = G(t) + C

to

 (  g(f(x)) f'(x)dx  = G(f(x)) + C.

Dowód:

[G(f(x))]' = G'(f(x)) f'(x) = ( g(f(x)) f'(x) dx.

Technika całkowania przez zamianę zmiennej: 

W miejsce f(x) wprowadzamy nową zmienną t.

Przykład

Obliczyć całkę nieoznaczoną:

( (sin2x) cos x dx 

Podstawienie:

g(t) = t2, f(x) = sin x

Ponieważ:

( g(t)dt  = 1 / 3 t3 + C

więc:

( (sin2x) cos x dx   = 1 / 3 (sin3x)+ C
Przykład

Obliczyć całkę:
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Przykład

Obliczyć całkę:
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Podstawienie:
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Ważne wzory
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są prawdziwe na przedziałach:
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· Całkowanie przez części

Twierdzenie

Jeżeli funkcje u(x) i v(x) mają w pewnym przedziale ciągłe pochodne u’(x) i v’(x), to
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Dowód

[u(x)v(x)]’ = u’(x)v(x) + u(x)v’(x)

(
u(x)v’(x) =  [u(x)v(x)]’ - u’(x)v(x) 
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czyli
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Przykład
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Do ostatniej całki stosujemy podstawienie
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i otrzymujemy
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Przykład
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Do ostatniej całki stosujemy podstawienie
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Zatem:


[image: image164.wmf]ò

+

+

-

=

C

x

e

x

e

xdx

e

x

x

x

2

sin

cos

sin

2


czyli


[image: image165.wmf]ò

+

-

=

C

x

x

e

xdx

e

x

x

)

cos

(sin

2

1

sin


Przykład
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Stąd
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Podobnie obliczamy


[image: image170.wmf]C

x

x

xdx

+

-

=

ò

2

sin

4

1

2

cos

2


1
22

_986380882.unknown

_1082212193.unknown

_1082212574.unknown

_1082213274.unknown

_1082213714.unknown

_1082213978.unknown

_1082214173.unknown

_1082214175.unknown

_1082214176.unknown

_1082214174.unknown

_1082214074.unknown

_1082214171.unknown

_1082214172.unknown

_1082214170.unknown

_1082214019.unknown

_1082213841.unknown

_1082213865.unknown

_1082213715.unknown

_1082213544.unknown

_1082213601.unknown

_1082213713.unknown

_1082213598.unknown

_1082213435.unknown

_1082213449.unknown

_1082213430.unknown

_1082212758.unknown

_1082213164.unknown

_1082213166.unknown

_1082213094.unknown

_1082212654.unknown

_1082212657.unknown

_1082212595.unknown

_1082212315.unknown

_1082212534.unknown

_1082212555.unknown

_1082212572.unknown

_1082212541.unknown

_1082212321.unknown

_1082212357.unknown

_1082212492.unknown

_1082212319.unknown

_1082212303.unknown

_1082212310.unknown

_1082212312.unknown

_1082212307.unknown

_1082212297.unknown

_1082212300.unknown

_1082212294.unknown

_1082211159.unknown

_1082211891.unknown

_1082212030.unknown

_1082212070.unknown

_1082212085.unknown

_1082212064.unknown

_1082211953.unknown

_1082211965.unknown

_1082211950.unknown

_1082211835.unknown

_1082211859.unknown

_1082211864.unknown

_1082211845.unknown

_1082211266.unknown

_1082211297.unknown

_1082211221.unknown

_986892916.unknown

_1082210209.unknown

_1082211108.unknown

_1082211142.unknown

_1082210961.unknown

_1049725000.unknown

_1049726349.unknown

_1049726458.unknown

_1082209551.unknown

_1049726723.unknown

_1049726414.unknown

_1049725919.unknown

_986895162.unknown

_986895228.unknown

_986892940.unknown

_986409179.unknown

_986576209.unknown

_986576302.unknown

_986576361.unknown

_986576237.unknown

_986410548.unknown

_986410582.unknown

_986409563.unknown

_986380978.unknown

_986381141.unknown

_986380905.unknown

_986302024.unknown

_986302150.unknown

_986303751.unknown

_986303867.unknown

_986304093.unknown

_986377335.unknown

_986377553.unknown

_986377777.unknown

_986377843.unknown

_986380624.unknown

_986377847.unknown

_986377821.unknown

_986377766.unknown

_986377535.unknown

_986377542.unknown

_986377528.unknown

_986304389.unknown

_986306461.unknown

_986306478.unknown

_986304370.unknown

_986303971.unknown

_986303981.unknown

_986304025.unknown

_986303978.unknown

_986303907.unknown

_986303915.unknown

_986303894.unknown

_986303802.unknown

_986303819.unknown

_986303861.unknown

_986303815.unknown

_986303788.unknown

_986303791.unknown

_986303779.unknown

_986303634.unknown

_986303661.unknown

_986303732.unknown

_986303735.unknown

_986303707.unknown

_986303646.unknown

_986303651.unknown

_986303642.unknown

_986303528.unknown

_986303615.unknown

_986303631.unknown

_986303603.unknown

_986303437.unknown

_986303481.unknown

_986302706.unknown

_986303258.unknown

_986302090.unknown

_986302137.unknown

_986302146.unknown

_986302098.unknown

_986302070.unknown

_986302077.unknown

_986302028.unknown

_986301968.unknown

_986301993.unknown

_986302001.unknown

_986302005.unknown

_986301997.unknown

_986301983.unknown

_986301988.unknown

_986301980.unknown

_986301653.unknown

_986301859.unknown

_986301874.unknown

_986301822.unknown

_986301644.unknown

_986301648.unknown

_986301638.unknown

