Analiza Matematyczna I


WYKŁAD 9A

KONKURS WIEDZOWY

Zadanie 1 Oblicz pochodną funkcji:
a. 
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Rozwiązanie:

a. 
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b. 
[image: image4.wmf](

)

(

)

(

)

x

x

x

e

x

x

f

sin

ln

cos

cos

sin

×

=

=



[image: image5.wmf](

)

(

)

(

)

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

×

-

=

×

x

x

x

x

e

x

f

x

x

sin

cos

sin

ln

sin

2

sin

ln

cos

'



 EMBED Equation.3  [image: image6.wmf](
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Zadanie 2 Oblicz poniższe granice korzystając z twierdzenia de l’Hospitala:
c. 
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Rozwiązanie:

a. 
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b. 
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Zadanie 3 Udowodnij, że 
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Rozwiązanie:
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Zadanie 4 Czy można zastosować twierdzenie Rolle’a do funkcji
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Rozwiązanie:

Twierdzenie (Rolle’a)
Jeżeli funkcja f jest: 

· ciągła na przedziale 
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· różniczkowalna na przedziale 
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                                               f(x)=
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· f(x) jest ciągła w przedziale 
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Nie można zastosować twierdzenia Rolle’a, gdyż funkcja nie jest różniczkowalna we wszystkich punktach przedziału [a,b].

Zadanie 5 Stosując twierdzenie Rolle’a określić ilość rzeczywistych pierwiastków równania
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Rozwiązanie:

Wielomian jest stopnia nieparzystego, a zatem istnieje co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty r,
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czy istnieje jeszcze jeden pierwiastek s?

Jeśli tak, to na mocy twierdzenia Rolle’a, istnieje punkt c, miedzy punktami r i s, taki, że 
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, a zatem równanie nie ma pierwiastków rzeczywistych

Stąd
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dla każdego x

Wielomian posiada tylko jeden pierwiastek rzeczywisty

Zadanie 6 Dla poniższej funkcji ustal dziedzinę, zbadaj monotoniczność i podaj ekstrema:
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Rozwiązanie:
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Zatem

Funkcja rośnie dla 
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Funkcja maleje dla 
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Maksimum jest w punkcie x = –1

Minimum jest w punkcie x = 1

Zadanie 7 W zależności od parametru a zbadaj liczbę punktów przegięcia dla funkcji:
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Rozwiązanie:


[image: image45.wmf](

)

Z

Î

=

a

 

gdzie

      

,

a

x

x

f



[image: image46.wmf](

)

1

'

-

=

a

ax

x

f



[image: image47.wmf](

)

(

)

2

1

-

-

=

a

x

a

a

x

f


· Jeśli 
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 lub a = 2, wówczas brak punktów przegięcia (dla żadnego x druga pochodna nie równa się 0)

·  Jeśli 
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, wówczas brak punktów przegięcia (druga pochodna wynosi 0 w każdym punkcie, ale brak zmiany znaku)

· Jeśli 
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 i nieparzyste, wówczas jest jeden punkt przegięcia (dla x = 0 druga pochodna równa się 0 i zmienia się znak)

· Jeśli 
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 i parzyste, wówczas brak punktów przegięcia (dla x = 0 druga pochodna równa się 0, ale nie zmienia się znak)

Zadanie 8 Znajdź asymptoty funkcji:
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 Rozwiązanie:
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Asymptoty pionowe:
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Prosta x = 0 jest asymptotą pionową obustronną.

Asymptoty ukośne (w tym poziome):
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Prosta y = 0 jest asymptotą poziomą lewostronną.
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Brak asymptot poziomych prawostronnych. 

Zadanie 9 Oblicz przybliżoną wartość liczby e wykorzystując wielomian Taylora stopnia 5 w x0 = 0. Oszacuj błąd tego przybliżenia.

Rozwiązanie:

Wielomian Taylora dla funkcji ex względem 0 stopnia 5:

ex = 
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Stosując wzór dla x = 1 otrzymamy:

e = 
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Szacowanie błędu:

Reszta w postaci Lagrange’a
 r(x) =
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Zadanie 10 Znajdź drugie przybliżenie dodatniego pierwiastka równania 
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Rozwiązanie:

Założenie:

Dla funkcji f(x) istnieje przedział [a, b] o własnościach:

(i)   f(a) < 0 < f(b),
(ii) f'(x) > 0 dla x ([a, b] tj. f  jest funkcją rosnącą na    

                                 [a, b]  (tj. f(x) > f(y) gdy x > y).

Z własności funkcji ciągłych wnosimy, że:

istnieje c ( (a, b) taka, że f(c) = 0.

Szukamy przybliżenia liczby c.

x1 = b 
[image: image70.wmf](

)

(

)

b

f

b

f

'

-


x2 = x1 
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xn = xn-1
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Dla f(x) = x2 - 2 na przedziale [0, 2]. 

Kolejne kroki algorytmu dają:

x1 =2-
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1,417,  

x3 =1,4142... etc.

Zadanie 11 Oblicz całkę nieoznaczoną:

a. 
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b. 
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Rozwiązanie:

a. 
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b. 
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